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Beugung im lnhomogenen Prirn~irstrahlwellenfeld. 
III. Amplituden- und Phasenbestimmung bei unperiodisehen Objekten 

V0N WALTER HOPPE 

Abteilung fi~r R6ntgenstrukturforschung am Max-Planck-Institut fi~r Eiweiss- und Lederforschung, Mi~nchen 
und Physikalisch-Chemisches Institut der Technischen Hochschule Mi~nchen, Abteilung 

fi~r Strukturforschung, Deutschland 

(Eingegangen am 18. Mgirz 1968 und wiedereingereicht am 29..]ufi 1968) 

The principles established for periodic objects in parts I and II are extended to non-periodic objects. 
The basis for the extension lies in the possibility of introducing a virtual lattice, which can be treated 
as in parts I and II when working with a primary wave field that has zero amplitude outside a given 
spatial region. Thus it becomes possible to form an image without the use of a lens in a manner similar 
to holography but based on different principles. A reference wave (as used in holography) is not required. 
The new principle can be applied in a number of variations, some of which are discussed. 

Einleitung 

Im Teil I (Hoppe, 1969) (im folgenden als (I) bezeich- 
net) wurde gezeigt, dass man bei Kristallgittern Phasen 
messen kann, wenn man in geeigneter Weise fiber das 
Prim~irstrahlwellenfeld verfiigt. Bei einem im Kristall- 
gitter wiederholten Objekt sind Informationen im 
Prinzip nur an den reziproken Gitterpunkten erforder- 
lich. Bei den tiblichen Beugungsexperimenten mit 'un- 
endlich' ausgedehntem Kristall und 'unendlich' aus- 
gedehntem Prim~irstrahlwellenfeld (nicht im Sinne der 
dynamischen Theorie) ist diese Information (Struktur- 
faktoren) tats~ichlich auch nur auf die reziproken Git- 
terpunkte beschriinkt, wobei allerdings die Phasen ver- 
loren gehen. Mit einem geeigneten Primftrstrahlwellen- 
feld lftsst sich aber redundante Information erzeugen, 
welche sich auch dana zur Phasenberechnung verwen- 
den lftsst, wenn ein Teil der Gesamtinformation durch 
die Phasenunempfindlichkeit der Strahlendetektoren 
verlorengeht. 

Im Teil II (Hoppe & Strube, 1969) (im folgenden 
als (II) bezeichnet) wurde die Phasenbestimmung bei 
Formung des Primf~rstrahlwellenfeldes nach Zacken- 
funktion an (Kreis, Spalt) im lichtoptischen Modell- 
versuch untersucht. Wf~hlt man als Spezialfall ein mit 
konstanter Dichte belegtes Rechteck yon der Grtisse 
der (zweidimensionalen) Elementarzelle, so wird - 
gleiche Orientierung yon Gitter und Rechteck voraus- 
gesetzt - ein unperiodischer Bereich des Gitters yon 
genau der Gr~Ssse der Elementarzelle beleuchtet. Da 
die Primarintensit~t ausserhalb dieses Bereiches gleich 
0 ist, tr~igt nur diese eine Elementarzelle zur Streuung 
bei. Es ist daher gleichg'filtig, ob man die aussenliegen- 
den Stellen des Gitters wegl~sst, oder aber durch irgen- 
deine andere Struktur, die gar nicht gitterartig geord- 
net sein muss, ersetzt denkt. Das bedeutet aber, dass 
man in diesem Spezialfall die Methode nicht nur fiir 
periodische Objekte, sondern auch ftir aperiodische 
Objekte verwenden kann. Denn ein beliebiger nach 

einem Parallelogramm geformter Ausschnitt aus einem 
aperiodischen Objekt kann immer in Analogie zu einer 
einzelnen Elementarzelle eines Kreuzgitters gesehen 
werden. Dass sich diese 'Elementarzelle' nicht wieder- 
holt, ist aus den obengenannten GriJnden unwesent- 
lich. Man hat sogar den Vorteil, die 'Gitterkonstanten'  
ganz beliebig wfthlen zu k6nnen. 

Damit ist die Grundlage gegeben fiir ein neues lin- 
senloses Abbildungsverfahren ftir aperiodische Objek- 
te, d a s -  ~ihnlich wie die Holographie - d a s  gesamte 
Bild aus einem Beugungsdiagramm zuriJckzugewinnen 
erlaubt. Das neue Verfahren ist aber nichtsdestoweni- 
ger grundsfttzlich v o n d e r  Holographie verschieden. 
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Fig. 1. Fouriertransformierte einer quadratischen Prim~rwellen- 
feldzacke als Schichtliniendiagramm. Schichtlinienabst~inde : 
dick ausgezogen: 0,2, mittel: 0,02, dtinn: 0,002. Negative 
Bereiche strichliert. Man beachte die/ihnliche Form der Ne- 
benmaxima, bewirkt durch den langsamen Abfall von 1/x* 
(bzw. I/y*) ftir grosse x* (bzw. y*). 
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In der Holographie wird die Phaseninformation durch 
Interferenz des Beugungsbildes mit einer Referenz- 
welle erzeugt. Nach dem neuen Prinzip ist eine Re- 
ferenzwelle nicht erforderlich. Es ist vielmehr bier 
wieder die redundante Information, welche durch 
Kenntnis der Struktur des Primarwellenfeldes dem 
aperiodischen Objekt aufgepr~igt wird. Diese zus~ttz- 
liche Information besteht bier darin, dass das Objekt 
in bekannter Form endlich begrenzt ist. Die Auswerte- 
verfahren, die zur Entschliisselung dieser Beugungs- 
bilder fiihren, sind allerdings komplizierter als in der 
Holographie. Sie k~Snnen aber ohne Schwierigkeiten 
(mit den photometrierten Daten der Beugungsauf- 
nahme) in elektronischen Rechenmaschinen durch- 
gefiihrt werden. Wie weit dazu - analog wie in der 
Holographie - ein lichtoptisches 'Analogierechengefiit' 
eingestzt werden kann, lasst sich allerdings z.Z. noch 
nicht [iberblicken. 

(a) 

X* 

A B 

(b) 

Fig.2. (a) 0berlagerung der Zackenfouriertransformierten 
eines unperiodischen Objekts. An den mit Kreuz bezeich- 
neten Stellen" ungestSrte Fouriertransformierte des virtuellen 
reziproken Gitters. An den mit Pfeilen bezeichneten Stellen: 
Oberlagerung der Beitrfige benachbarter Gitterpunkte mit 
gleicher Amplitude. (b) Bestimmung der St6rung durch 
h6here Ordnungen durch Messung des Verlaufes der 13ber- 
lagerungsfunktion zwischen zwei 'reziproken Gitterpunkten' 
A und B. a" Nullmaximum yon A; b" Nullmaximum von B; 
c: Summenkurve aller St6rungen. Man beachte, dass im 
ganzen Bereich A-B die Phasen von a und b exakt, die Phase 
von c in guter N~herung (wegen der ~hnlichkeit der Neben- 
maxima), konstant sind. Im Idealfall lassen sich die Phasen 
~0b (in bezug auf a), sowie die Amplitude u und die Phase 
~0c (in bezug auf a) separieren; in vielen F~tllen sind zwar u 
und ~0c nicht getrennt separierbar, wohl aber ihr gemein- 
samer Einfluss auf ~0b in erster N~therung bestimmbar. 

Man kann zeigen, dass auch im Falle aperiodischer 
Objekte verschiedene Variationen des Verfahrens mtig- 
lich sind, welche verschiedene Aspekte ftir Experiment 
oder Auswerttmg ergeben. Einige dieser Varianten sollen 
in den n~ichsten Abschnitten diskutiert werden. 

Zaekenfunktionen]" 

Die Formel fiir die Fouriertransformierte eines Recht- 
eckes mit Fo auf 1 normiert lautet: 

sin anx* sin bny* 
~0x*, u . . . . .  anx*bny* " (1) 

Wenn keine besonderen Bedingungen vorliegen, so 
wird es aus Aufl~Ssungsgrtinden in der Beugungsauf- 
nahme naheliegen, eine quadratische Zacke (a= b) zu 
verwenden. Fig. 1 zeigt die Fouriertransformierte einer 
quadratischen Zacke als Schichtliniendiagramm. Man 
beachte, dass die reziproken Gitterpunkte, welche 
einem aus der Zacke aufgebauten quadratischen Gitter 
entsprechen wiirden, auf Nullstellen der Fouriertrans- 
formierten liegen. Die Fouriertransformierte der Zacke 
besitzt ferner Knotenlinien durch diese reziproken Git- 
terpunkte x*=const,  und y*=const . ,  mit Ausnahme 
der Geraden x*=  0 und y * =  0. Diese Eigenschaft der 
Zackentransformierten ist fiir die Auswertung yon 
grosser Wichtigkeit. Ftihrt man namlich die Phasen- 
bestimmung im reziproken Bild an den die reziproken 
Gitterpunkte verbindenden Geraden x*=const ,  und 
y * =  const, dutch, so wird der Auswertegang sehr ver- 
einfacht. Wie wir bereits in (II) ausgefiihrt haben, ist 
es ein Nachteil eines scharf begrenzten Primgrstrahl- 
wellenfeldes, dass die dazugehOrige Fouriertransfor- 
mierte unendlich ausgedehnt ist, so dass sich im Prin- 
zip Beitrage aller Reflexe an den zur Interferenzmes- 
sung ausgesuchten Stellen des reziproken Raumes er- 
geben. U.a. zur Reduzierung dieser l~berlagerungen 
hatten wir bei den lichtoptischen Analogieversuchen 
in (II) mit Spalten gearbeitet. Im unperiodischen Fall 
erfolgt nun eine fthnliche Reduktion an l~lberlagerun- 
gen: Bei Beschffmkung auf die genannten Gittergera- 
den ist nur ein Zusammenwirken yon Reflexen m~Sg- 
lich, die entlang der ausgemessenen Gittergeradenliegen. 

Fig. 2(a) zeigt schematisch den Verlauf der iiberlager- 
ten Fourier-Transformierten einer 'Zacke' Z entlang 
einer Gittermessgeraden. An den mit einem Kreuz be- 
zeichneten Stellen k~Snnen die fiir die Interferenzaus- 
wertung wichtigen ungest~Srten Amplituden des vir- 
tuellen reziproken Gitters gemessen werden. Die Pfeile 
kennzeichnen Orte entlang der Messgeraden, an denen 
die Ordinaten der beiden 'interferierenden' Z gerade 
gleich gross sind [vgl. auch Fig. 5 in (II)]. Je nach der 
vorliegenden Phase schwankt an dieser Stelle die l~ber- 
lagerungskurve zwischen 0 und dem doppelten Wert 
dieser Ordinaten. 

t Zackenfunktionen sollen als Funktionen definiert sein, 
welche innerhalb eines (ein- oder mehrdimensionalen) Be- 
reichs konstant, ausserhalb dieses Bereichs Null sind. 
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Die Sttirungen durch die Nebenmaxima yon Z kom- 
pensieren sich teilweise, da immer positive und nega- 
tive Maxima aufeinanderfallen. Sie lassen sich nach 
Fig. 2(b) absch/itzen und beriicksichtigen. Die Kurven 
a und b zeigen den Verlauf des Nullmaximums der 
beiden beteiligten Z. Die Kurve c soil eine l~lberlage- 
rung s~imtlicher Nebenmaxima darstellen. Da alle Ne- 
benmaxima in guter Nftherung ungef/ihr gleiche Ge- 
stalt besitzen, ist auch die Form der Kurve c bekannt. 
Wtirden a und b ohne Sttirung interferieren, so kSnnte 
man ftir alle m/Sglichen Kurven a und b (Parameter 
z.B. das Verh~iltnis des Gewichts der zugehSrigen rezi- 
proken Gitterpunkte) und f'tir alle m/Sglichen Phasen 
die genaue Gestalt der l~Iberlagerungskurve berechnen 
k6nnen. Durch Einfluss yon c wird nun diese 1Dber- 
lagerungskurve in bestimmter Weise deformiert. Da 
die Form yon c bekannt ist, lftsst sich aus dieser De- 
formation auf die Maximalordinate u der Kurve c 
schliessen. Diese Korrektur wird insbesondere in der 
Nf~he schwacher reziproker Gitterpunkte wichtig sein. 
Im tibrigen lftsst sich aus iiberlagerten Nebenmaxima 
starker reziproker Gitterpunkte der Phasenzusammen- 
hang an Stellen ermitteln, an welchen sehr schwache 
Gitterpunkte die Messung benachbarter Phasendiffe- 
renzen erschweren [siehe auch Fig. 5 aus (II)]. 

Zur experimentellen Auswertung dieser Beugungs- 
aufnahmen ist offenbar ein automatisches Photometer 
erforderlich, welches das Beugungsbild in Abst~inden 
der reziproken Gitterkonstanten parallel abtastet, wo- 
bei diese Abtastung in zwei zueinander senkrechten 
Orientierungen zu erfolgen hat. Es wird also im Prinzip 
nicht die gesamte Information zur Phasenmessung ver- 
wendet, welche auf dem Beugungsdiagramm registriert 
ist. Die tibrige Information steht aber zur Verftigung, 
wenn an irgendeiner Stelle Unklarheiten auftreten. Ftir 
die Auswertung sollte, wie schon erwfthnt eine elek- 
tronische Rechenmaschine verwendet werden. Es ist 
vorteilhaft, wenn man die Phasenauswertung nach Ge- 
winn des ersten ungef~ihren Phasensatzes verfeinert, 
indem man die St/Srungen zuriJckberechnet und die 
Phasenberechnungen wiederholt. Man k/Snnte auch 
daran denken, in ~hnlicher Weise den Einfluss weiterer 
St/Srquellen, wie z.B. inkoharente Streuung, rechnerisch 
zu beriicksichtigen. Durch eine zweidimensionale 
Fouriersynthese kann man schliesslich das Endbild ge- 
winnen. 

Zusfitzliche Informationen 

Es ist yon grundsfitzlicher Bedeutung, dass eine einzige 
Aufnahme bereits alle Informationen enthNt, die zur 
Rekonstruktion des Bildes erforderlich ist. Trotzdem 
wird man sich fragen, ob auch beim unperiodischen 
Objekt die Phasenbestimmung erleichtert werden kann, 
wenn man verschiedene Aufnahmen in geeigneter 
Weise kombirtiert. In (II) wurde z.B. gezeigt, wie sehr 
eine Aufnahmeserie mit verschobenem Gitter eine 
Phasenmessung vereinfacht. Auch bei Vorliegen von 
starker inkoh/irenter Streuung - wie sie bei elektronen- 

mikroskopischen Abbildungen wohl unvermeidlich ist 
- kSnnten Zusatzinformationen recht wertvoll sein. 

Nun lf~sst sich die Methode des Verschiebens des Git- 
ters natiirlich nicht auf den unperiodischen Fall iiber- 
tragen. Doch gibt es hier eine dazu sehr analoge Me- 
thode, deren theoretische Grundlage im folgenden dis- 
kutiert wird. Denkt man sich eine mit dem Primftr- 
strahlwellenfeld Q'x,v beleuchtete Gitterfunktion +x, u in 
x-Richtung um die Strecke x0 gegen Q" verschoben, X , y  

so berechnet sich die Strukturamplitude Fx,, y*, x o zu: 

,~IQ'  
f x* ,  y* ,  x o x ,y  • Q x + x  o, y 

x e x p [ - 2 r c i ( x * x + y y * ) ] d x d y .  (2) 

Einige interessante Folgerungen ergeben sich fiir den 
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Fig.3. Verschiebung eines ebenen Gitters (mit den Gitter- 
konstanten a, b) senkrecht zu einem Spalt in x-Richtung 
[Fig.3(a)] um die Strecke x0 [Fig.3(b)]. Bezogen auf das 
Spaltkoordinatensystem bleiben die Ortskoordinaten im 
Bereich I [Fig.3(b)] nach der Verschiebung gleich, die x- 
Koordinaten der Atome im Bereich II [Fig. 3(b)] findern sich 
um - a  [gegeniiber der Fig. 3(a)]. Das bedeutet, dass sich an 
allen Stellen im reziproken Raum (ausser an den reziproken 
Gitterpunkten) die Amplituden findern. Enthfilt der Be- 
reich II keine Atome [Fig.3(c)], so bleiben aber alle Ampli- 
tuden trotz Verschiebung um x unver~indert. 
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Fall, dass ftir Q],y eine Zackenfunktion eingesetzt wird. 
Fig. 3 zeigt die Beziehungen ftir den Spezialfall eines 
Spaltes mit der Breite der Gitterkonstante a. Fig. 3(a) 
zeigt Spalt und Gitter unverschoben. Der schraffiert 
gezeichnete Teil des Gitters - eine sich entlang y er- 
streckende Reihe von ganzen Gitterzellen - tr~gt zur 
Streuung bei. 

In elementarer Weise folgt: 

Fz,,u,= .Sf~ exp 2rci(x*x~+y*y~) ftir y* = k  (3) 
J 

Fx,,u, = 0  ftir y * ~ k  

Fig. 3(b) zeigt das Gitter um die Strecke x0 gegen den 
Spalt verschoben. Von der in Fig. 3(a) schraffiert ge- 
zeichneten Elementarzellenreihe I tfftgt nur der in 
Fig. 3(b) schr/ig schraffiert gezeichnete Anteil in gleicher 
Weise wie bisher zur Streuung bei. Dafiir ist der waa- 
grecht schraffierte Anteil der Gitterzellenreihe II nun 
beleuchtet. Dieser Gitterbereich enth/ilt zwar die glei- 
then Atome wie der in Fig. 3(b) ausgeblendete Gitter- 
bereich von I, ihre Lagen sind jedoch verschieden. Die 
Koordinaten x,y sind in diesem Bereich durch die 
Koordinaten x - a , y  zu ersetzen. Die Strukturampli- 
tude ftir y* = k  lautet daher, wenn man die Summa- 
tionen fiber I und II gesondert durchftihrt: 

I 

Fx, ,u ,=  SJ~ exp 2ni(x*xl+y*yt) 
J 

II  

+ ZJ~,exp 2ni(-x*)exp 2ni(x*xy+y*yj,). (4) 
j '  

Beschffmkt man sich in der weiteren Diskussion nur 
auf die Punkte der Gittergeraden y* = k, ftir welche gilt" 

x*=h+e,  0 < e <  1 (5) 

so folgt schliesslich: 

Fh+,, k = Z'J~ exp 2rciexj exp 2rci(hxj+kyj) 
i 

I I  

+ Z'J~, exp 2zci(-e) exp 2rciexy exp 2rci(hxj, +kyj,). (6) 
j '  

(6) 1/isst nun eine sehr anschauliche Deutung zu: Die 
Punkte h+e,k kennzeichnen ein reziprokes Gitter, 
welches in h-Richtung um e verschoben ist. Der Struk- 
turfaktor in diesen reziproken Gitterpunkten ist gleich 
dem Strukturfaktor einer Elementarzelle, wobei aller- 
dings die in II enthaltenen Atome mit einer Phasen- 
verschiebung - 2~e (/ihnlich wie bei anomaler Streuung) 
zu summieren sind. Die Phasenverschiebung wird um 
so gr6sser, je mehr sich e dem Wert ½ n~hert. Ftir e = ½ 
wirken die Atome in I I m i t  Gegenphase. Ist z.B. 
Fh+,, ~ ftir eine Verschiebung x0 = 0 ftir ein bestimmtes 
h, k sehr gross - wirken also an dieser Stelle die Atome 
ungef/ihr gleichphasig zusammen - so ist Fn+l/2, k sehr 
klein, wenn xo=a ½ ist. Setzt man n~tmlich voraus, dass 
die Elementarzelle ungef~ihr gleichm/issig mit streuen- 
den Atomen besetzt ist, so enthalten I und II etwa 
gleich viel Atome, die sich wegen der Gegenphasigkeit 
der Atome in II in ihrer Streuung kompensieren. 

Zu interessanten Ergebnissen ftihrt (6), wenn man 
eine stark inhomogene Verteilung der streuenden Ma- 
terie in der Elementarzelle annimmt. Einen Extremfall 
zeigt Fig. 3(e). Sic stellt das gleiche Gitter wie in Fig. 
3(a) und 3(b) dar, doch ist angenommen, dass streuende 
Materie nur in den schraffierten Bereichen der Fig. 3(e) 
enthalten sein soll. Diese spezielle Struktur des Gitters 
bewirkt, dass die zweite Summe in (6)= 0 ist. Das be- 
deutet aber, dass eine Verschiebung des Gitters im 
Bereich zwischen 0 und x0 [vergl. Fig. 3(b)] den Abso- 
lutbetrag der Streuamplitude F nicht/indert. Erst nach 
iiberschreiten yon x0 treten Intensit/itsschwankungen 
auf. 

(6) kann man als Grundlage fiir eine Phasenbestim- 
mung durch 'Verschiebung' ftir unperiodische Objekte 
Verwenden. Denkt man sich n/imlich Gitter und Spalt 
unverschoben, erzeugt aber in dem Bereich II der Fig. 
3(b) eine Phasenverschiebung von 2he durch ein ein- 
geschobenes phasenschiebendes Pl/ittchen, so werden 
an den Stellen h+e,k die gleichen Streuamplituden 
auftreten, als ob Gitter gegen Spalt um die Strecke x0 
verschoben w/ire. An den anderen Stellen des rezipro- 
ken Raumes wird sich allerdings die Fouriertransfor- 
mierte v o n d e r  Fouriertransformierten eines verscho- 
benen Gitters unterscheiden. Bewegt man nun das pha- 
senschiebende P1/ittchen yon der linken Seite des Spal- 
tes gegen die rechte Seite zu, so wird in einer Serie von 
Aufnahmen die Streufunktion an den Stellen h +e  in 
gleicher Weise schwanken, wie bei einer Gitterver- 
schiebung. Man kann aus ihren Minimas in analoger 
Weise wie in II Phasen ablesen. Nattirlich 1/isst sich 
auch durch eine Fourieranalyse dieser Verschiebungs- 
funktion der Einituss yon Oberwellen studieren bzw. 
eliminieren. 

Diese Methode der Phasenmessung l~sst sich auch 
im unperiodischen Fall anwenden, da die Relativstel- 
lung von Objekt und beleuchtendem Prim/irstrahlwel- 
lenfeld nicht veffmdert wird. Entsprechende Phasen- 
schiebungen lassen sich mit dtinnen Folien erreichen, 
wie Arbeiten zur t2bertragung des Zernickeschen Pha- 
senkontrastprinzips auf die Elektronenmikroskopie ge- 
zeigt haben (Kanaja & Kawakatsu, 1958; Faget, Fagot 
& Fert, 1960; Faget, Fagot, Ferr6 & Fert, 1962). 

Mehrfachiiberlagerungen 

Ftir alle bisher diskutierten Phasenmessungsmethoden 
war charakteristisch, dass - zumindest in erster N/ihe- 
rung - Zweifachtiberlagerungen ausgewertet wurden. 
Die entsprechenden Interferenzgesetze waren demge- 
m/iss sehr einfach. Man kann nun die Untersuchungen 
auch so ftihren, dass die Phaseninformationen schon 
in erster N~.herung tiber Mehrfachtiberlagerungen ge- 
wonnen werden mtissen. 

W~hlt man Prim/irstrahlwellenfelder, welche zwar im 
reziproken Raum begrenzt, aber im unperiodischen 
Objekt unbegrenzt sind, so kann man unsere Verfahren 
grundsgtzlich nicht anwenden. Denn bei einem 'unend- 
lichen' unperiodischen Objekt mtissen die Faltungen 

A C 25A - 2 
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an allen Stellen des reziproken Raumes durchgefiihrt 
werden, da man ja nicht die Information auf diskrete 
reziproke 'Gitterpunkte' reduzieren kann. Begrenzt 
man aber den beleuchteten Bereich - bei beliebiger 
Strukturierung des PrimS.rstrahlwellenfeldes in diesem 
Bereich - so kann man die Vielfachtiberlagerungen auf 
die reziproken Gitterpunkte beschrS.nken, welche dem 
reziproken Gitter des beleuchteten Bereiches entspre- 
chen. Diese ~berlagerungen werden dann abz~ihlbar. 
Allerdings ist dann eine zusfttzliche Aufnahme erfor- 
derlich, in welcher dieser Bereich - wie bisher - mit 
konstanter Prim~irstrahlintensiffit beleuchtet wird: 
diese Aufnahme liefert dann - in den reziproken Gitter- 
punkten des virtueUen Gitters - die ftir diese l~lber- 
lagerungen erforderlichen ungest6rten Amplituden. 
Ein einfacher Fall entsteht z.B., wenn man zwei Auf- 
nahmen kombiniert, yon denen das Primfirstrahlwel- 
lenfeld der einen nach einer Zackenfunktion geformt 
ist (vgl. Fig. 4(a), strichliert), w~ihrend es in der anderen 
in seiner Intensit~it nach einer Gaussfunktion bei ver- 
nachl/issigbarer Amplitude am Rand der Zacke ab- 
f~illt (vgl. Fig.4(a), ausgezogen). Der Gaussverteilung 
im direkten Raum entsprechen sich tiberlagernde 
Gaussverteilungen im reziproken Raum (Fig. 4(b), aus- 
gezogen). Der monotone Abfall der Gaussfunktionen 
gegen Null verringert den stSrenden Einfluss yon ent- 
fernten Reflexen; andererseites tiberdecken aber die re- 
lativ breiten Gaussfunktionen auch benachbarte 'rezi- 
proke Gitterpunkte' des virtuellen reziproken Gitters, 
so dass yon Beginn an die Auswertung auf Mehrfach- 
iiberlagerungen (in guter Nftherung Dreifachiiberlage- 
rungen) zu begrtinden ist. Ftir diese Auswertung ist 
die Kenntnis der Amplituden der Strukturfaktoren 
IF~I erforderlich, welche aus dem Beugungsexperiment 
mit der scharfen Zacke (Fig.4(a), strichliert, Fourier- 
transformierte, Fig.4(b), strichliert) leicht bestimmt 
werden k6nnen. 

Fig.5 zeigt ein Beispiel, nach welchem eine Auf- 
nahme mit einer 'grossen Zacke' Z2 mit Aufnahmen 
einer 'kleinen Zacke' Z~ kombiniert wird, welche gegen 
diese grosse Zacke verschoben ist. Wenn die kleinere 
Zacke die halbe Breite der grossen Zacke hat, so liegen 
besonders iibersichtliche Verhgltnisse vor. 

Die Beugungsaufnahme der Zacke Z2 liefert in den 
reziproken Gitterpunkten des zugeh6rigen virtuellen 
reziproken Gitters die Absolutwerte [Fn, ~1 [Kreuze in 
Fig. 5(b)]. Eine Aufnahme mit der im Bereich der gros- 
sen Zacke Z2 ausgeblendeten Zacke Z1 liefert ein Beu- 
gungsdiagramm, das sich durch Faltung der Struktur- 
faktoren Fh, ~ mit der Transformierten T2 der Zacken- 
funktion Z2 beschreiben lasst. Beschr~inkt man sich 
zunftchst auf die Nullmaxima (die in Fig. 5(b) sowohl 
ftir die Transformierte von Z2 (strichliert) und Z~ (aus- 
gezogen) eingetragen sind), so ergibt sich nach Fig. 5(b) 
jeder neue Strukturfaktor F~,,k durch phasenabh~ingige 
Summation von Beitr~igen von drei benachbarten Fn, 
[in Fig. 5(b) ftir ein Tripel gezeigt]. 

Die Auswertung beruht damit - ahnlich wie die Aus- 
wertung nach Fig. 4(b) - auf der Diskussion von Drei- 

fachiiberlagerungen. Wesentlich ist nun, dass sich die 
Phasen der Beitrgge bei Verschiebung yon Z~ in ganz 
fthnlicher Weise gesetzm~issig ~indern wie bei Verschie- 
bung einer Zacke in einem Gitter (vgl. II). Denn die 
Verschiebung von Z1 um x0 lfisst in der zugehtirigen 
Transformierten 7"1 die Amplituden unverfmdert, fin- 
dert aber ihre Phasen um 2rcihxo. Bei Vorliegen yon 
Aufnahmeserien mit verschobenen Zacken Z~ lasst sich 
daher die Auswertung ~ihnlich wie in II gezeigt wurde 
und iihnlich wie bei Aufnahmeserien mit verschobenen 
phasenschiebendem Pl~ittchen organisieren, wobei al- 
lerdings bereits in erster Naherung die Komplikationen 
einer Auswertung mit Dreifachtiberlagerungen beach- 
tet werden muss. 

Auf Details der Auswertung soil bier nicht einge- 
gangen werden: Die verschiedenen MiSglichkeiten soil- 
ten vor allem kennzeichnen, dass man auch beim un- 
periodischen Fall sehr viele Mtiglichkeiten hat, durch 
Variation des Primftrstrahlwellenfeldes auf den Gang 
der Phasenbestimmung Einfiuss auszuiiben. 

Es gibt iibrigens noch eine zweite M/Sglichkeit, Auf- 
nahmen, in welchen ein Primftrstrahlwellenfeld inner- 

(a) 

IF'h, kl 

I F h - l . k ~  

(o) 

(c) 
Fig.4. Kombination yon Aufnahmen mit verschiedenem Pri- 

m~rstrahlwellenfe]d [(a), (b)] modifizierte Strukturen (c). (a) 
Begrenzte Zacke (strichliert): Gaussvertei]ung bei vernach- 
]~ssigbarer Amplitude am Rand der Zacke. (b) Zugeh6rige 
Funktionen im reziproken Raum (ausgezogen). (c) Aus- 
wertung der Gaussverteilung als 'Zacke'. 
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halb eines definierten abgeschlossenen Bereichs in be- 
liebiger Form variiert wird, zu diskutieren. Denkt man 
sich namlich das Oz,y des Objekts mit dem Prim/irstrahl- 
wellenfeld Q~,y* multipliziert - ohne zun/ichst durch 
Faltung zu separieren - kann man das Produkt 0 • Q' 
als ein Objekt auffassen, in welchem das Streuverm~Sgen 
in verschiedenen Objektbereichen wiUktirlich in Am- 
plitude (und evtl. Phase) ver/indert wurde. Man kann 
nun dieses so ver~inderte Objekt als das eigentliche 
mikroskopische Objekt ansehen. Denkt man sich jetzt 
nun eine Zackenfunktion mit der Dichte 1 tiber dieses 
(begrenzte) Objekt der 'Struktur' Q0' gelegt [vgl. auch 
Fig. 4(a)], so kann man nun offenbar mit Zackentrans- 
formierten [vgl. Fig. 4(c)] die Struktur 00' bestimmen. 
Diese Struktur ist natiirlich gegentiber dem Objekt 0 
verf/ilscht. Man kann sie aber durch Division mit dem 
- bekannten - Prim/irwellenfeld 0' in die urspriingliche 
Objektstruktur zurtickverwandeln. Man beachte, dass 
die Strukturfaktoren IFn, el yon 0 [in Fig. 4(b) und (c) 
durch Kreuze ausgezeichnet] bei dieser Auswertung 
nicht erforderlich sind. Die Rechnung geht von den 
Strukturfaktoren F~,,k [Fig.4(c)] des mit der Prim/ir- 
strahlamplitude modulierten virtuellen Gitters 0 . 0 '  
aus. Die Fn, e k~Snnen aber nattirlich nach Abschluss 
der Analyse aus der Struktur berechnet werden. Mit 
dieser Betrachtungsweise wird auch verst/indlich, dass 
an die Sch/irfe der Zacken keine grossen Anforderun- 
gen gestellt werden miissen. Beleuchtet man mit un- 
scharf begrenzten Zacken - wie es wegen der endlichen 
Aufl6sung der optischen Systeme immer der Fall sein 
wird - so erhNt man einfach ein Bild, welches an den 
R/indern abfNlt. 

Veraligemeinerte Rastermikroskopie 

Verschiebt man ein nach einer Zackenfunktion geform- 
tes Prim~irstrahlwellenfeld in einem entsprechenden 
Raster (mit der Gr6sse dieses Wellenfeldes als unge- 

* 0'z, y muss natiirlich ausserhalb  gegebener  Grenzen  wieder 
Null  sein. 

~ x  

(a) 

I~kl 

(b) 

Fig. 5. Phasenbestimmung mit Aufnahmeserien der Bewegung 
einer 'kleinen Zacke Z1 in einer 'grossen' Zacke Z2. 

fahres Rastergitter) tiber ein Objekt, nimmt ftir jede 
Rasterzelle ein Beugungsdiagramm auf, so kann man 
offenbar aus den entsprechenden Bildern das Gesamt- 
bild des Objektes zusammensetzen. Ist die beleuchtete 
Zelle gentigend klein, so werden sehr einfache Beu- 
gungsbilder entstehen. Im Extremfall einer 'unendlich' 
kleinen Zacke tritt schliesslich nur mehr das nullte 
Beugungsmaximum auf. Dieser Fall entspricht der 
klassischen Rastermikroskopie. 

Mit dieser Variante der Rastermikroskopie lassen 
sich ohne weiteres atomare Aufl6sungen erzielen. Denn 
es kommt nicht mehr auf die Gr6sse des 'Rasterpunk- 
tes' an. Die Auswertung wird allerdings komplizierter. 
Hingegen sollte die Lichtstarke keine besonderen Pro- 
bleme aufwerfen; eine koh~irente Beleuchtung (wie sie 
unser Verfahren erfordert) 1/isst sich um so leichter ver- 
wirklichen, je kleiner des beleuchtete Objektbereich ist. 

Dreidimensionale Abbildung yon Objekten 

Ein elektronenmikroskopisches Bild entspricht - genii- 
gende Tiefensch~irfe vorausgesetzt - in N/iherung der 
Projektion des Objektes entlang der optischen Achse. 
Das gilt auch im Fall einer sehr dtinnen Kristallamelle. 

Nun entspricht der Projektion in einem Gitter ein 
Schnitt durch den reziproken Raum dieses Gitters. Wie 
wir in anderen Untersuchungen gezeigt haben (Hoppe, 
1969; Hoppe & Strube, 1969) ist es m6glich, aus sol- 
chen dreidimensionalen Schnitten das dreidimensionale 
Bild des Gitters zu rekonstruieren. Dieses Verfahren 
ist im Prinzip v611ig analog der dreidimensionalen 
Strukturanalyse, mit dem Unterschied, dass wegen der 
Geometrie des Elektronenmikroskops die Sammlung 
dreidimensionaler Daten nach durch den Ursprung ge- 
henden reziproken Gitterebenen organisiert werden 
muss. 

Man kann sich fragen, ob die Methode der drei- 
dimensionalen Kristallelektronenbeugung auf unperio- 
dische Objekte tibertragen werden kann. Im Prinzip 
erscheint das durchaus m6glich, wenn man das un- 
periodische Objekt neigt und entsprechende Beugungs- 
aufnahmen herstellt.* Freilich tritt hier eine zus/itzliche 
Schwierigkeit gegentiber der Kristallbeugung auf. Beim 
Gitter ist das Objekt und seine Ausdehnung durch die 
Elementarzelle eindeutig gegeben. Schwenkt man die 
Kristallamelle oder - was auf das gleiche hinausgeht - 
stellt man einen anders orientierten Mikrotomschnitt 
durch einen Kristall her, so wird die Phasenbestim- 
mung damit auf einen anderen Ursprung bezogen sein. 
~ber  gemeinsame Gittergeraden lassen sich jedoch die 
Ursprtinge der verschiedenen Schnitte auf einen ge- 
meinsamen Ursprung reduzieren. Beim unperiodischen 
Objekt bedeutet aber eine Verschiebung des Ursprungs 
gleichzeitig eine 2~nderung des Bildes. Das Problem 
1/isst sich nur l~Ssen, wenn die Ursprungsverschiebung 
bei der Kippung - die hier als einziges Verfahren in 
Frage kommt - so klein ist, dass sich die entsprechen- 

* d e  R o s i e r  & K l u g  (1968) .  

A C 25A - 2* 
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den Objektbereiche zum grSssten Teil iiberdecken. 
Dann kann man namlich entweder mathematisch die 
zugehSrigen Bilder reproduzieren, oder - was vielleicht 
einfacher ist - verschiedene leicht verschobene Beu- 
gungsaufnahmen in den beiden Orientierungen her- 
stellen. Von diesen beiden Aufnahmeserien kann man 
die paarweise zugehSrigen Aufnahmen-  die sich dutch 
gleiche Streuintensit/iten in Richtung der Schnittgera- 
den auszeichnen - heraussuchen. Es leuchtet ein, dass 
normale elektronenmikroskopische Kontrollaufnah- 
men sehr ntitzlich sind, um die wenigstens teilweise 
Oberdeckung der vom Prim/irstrahlwellenfeld beleuch- 
teten Objektbereiche zu kontrollieren. 

Beim unperiodischen Objekt stellt sich erneut die 
schon in (I) diskutierte Frage, ob nicht die direkte Auf- 
nahme mit einem - allerdings zun/ichst noch hypothe- 
tischen - HSchstauflSsungsmikroskop der Zusammen- 
setzung des Bildes aus den Beugungsdaten vorzuziehen 
w/ire. Die dort schon diskutierten Argumente - verein- 
fachte und unempfindliche experimentelle Anordnung 
wegen Verzicht auf die Zusammenftihrung der Streu- 
strahlen zum Bild, MSglichkeit der Eliminierung von 
StSrungen durch inkoh/irente Streuung - bezogen sich 
im wesentlichen auf die zweidimensionale Abbildung. 
Aber /ihnlich wie in der RSntgenkristallanalyse wird 
auch bei der Untersuchung komplizierter unperiodi- 
scher Objekte eine echte? dreidimensionale Untersuch- 
ung der Strukturen nach den in diesem Abschnitt be- 
schriebenen Methoden nicht zu umgehen sein, da sonst 
~bereinanderprojektionen die Deutung unmSglich 
machen. Dreidimensionale Elektronenmikroskopie ist 

t Man darf die 'dreidimensionale' Elektronenmikroskopie 
nicht mit der Stereomikroskopie verwechseln, welche nur zwei 
Ansichten aus verschiedenen Richtungen liefert. 

nur rechnerisch durch Zusammensetzung aus den Beu- 
gungsdaten mSglich. Hier haben aber die in dieser 
Arbeit beschriebenen Verfahren einen grunds/itzlichen 
Vorteil gegentiber der direkten Abbildung in einem 
HSchstauflSsungsmikroskop: Sic liefern unmittelbar 
die Beugungsdaten, w/ihrend die von Hoppe (1969) 
oder de Rosier & Klug (1968) diskutierten elektronen- 
mikroskopischen Verfahren die Daten sekund/ir fiber 
Fourierzerlegung von mikroskopischen Aufnahmen 
gewinnen. Es leuchtet ein, dass dieser Umweg, welcher 
alle Fehler des Bildzusammensetz-Prozesses mitwirken 
I/isst, unzweckm~issig ist. Es mag paradox erscheinen, 
dass ein mittelbares Abbildungsverfahren einem un- 
mittelbaren Verfahren iiberlegen sein soil. Aber man 
darf nicht vergessen, dass sich die Elektronenmikro- 
skopie im Obergang zur Elektronenstrukturanalyse be- 
findet; das einfache Prinzip der zweidimensionalen 
optischen Abbildung ist nicht mehr ausreichend. 

Diese Arbeit wurde yon der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft, dem Fonds der Chemischen Industrie 
und der Badischen Anilin -& Soda-Fabrik unterstiizt. 
Fiir diese hochherzige FSrderung sprechen wir unseren 
besten Dank aus. 
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KHzPO4 single crystals show high extinction for Bragg reflexions, as these crystals are nearly perfect. 
The extinction is, however, reversibly lowered near the phase transition point. The effect was found to 
be due to an elevated spread in lattice distances. 

When a single crystal of KH2PO4 is cooled down 
steadily, the intensities of Bragg reflexions show an 
excursion as the sample passes the ferroelectric phase 
transition. [A review article on this material is given 
by Jona & Shirane (1962).] This effect had already been 
observed for X-rays by de Quervain (1944). The same 

effect can also be observed in BaTiO3 (K/inzig, 1951) 
or at the phase transition of V3Si single crystals at 
21 °K, which become superconducting at lower tem- 
peratures (Batterman, 1968). 

The neutron scattering experiments described in this 
paper were undertaken to clarify the origin of this effect. 


